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Rekurzio 2

Bajok a rekurzioval

Hely: nagyra dagadt memoriaméret az ismétl6dé eljarashivasok miatt.

1dé6: a tobbszorosen ismétlédd hivasok felesleges kiszamolasa.

PL. Fibonacci-szamoknal:

Az abrardl lathato:

F(N) kiszamolasai szama: 1

F(N-1) kiszamolasai szama: 1
F(N-2) kiszamolasai szama: 2
F(N-3) kiszamolasai szama: 3
F(N-4) kiszamolasai szama: 5

ebbdl kovetkezéen F(N-5) kiszamolasai szama: 8

Ezek a kiszamolasi szamok éppen a Fibonacci szamok.

Egy kis matematika:

Legyen r(N):=az N. Fibonacci-szam kiszamitasahoz sziikséges fliggvényhivasok szamal

Allitas:

£(0):=1, t(1):=1, r():=r(i-1)+1(i-2)+1

a) t@)=F@+1)+F@)+F(@-1)-1, ha i>1
b) r(1)=2*F(i+1)-1, ahol F()=az i. Fibonacci-szam.

Megoldast Gtlet: amit mar kiszamoltunk egyszer, azt ne szamoljuk gjral Taroljuk a mar kiszamolt
értékeket — memorizaljuk, s ha sziikséglink van rajuk, hasznaljuk fel 6ket!
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A Fibonacci-szamok

A rekurziv fuggvények matematikai elméletében éppugy ismert, mint a biolégiaban a Fibonacci
olasz matematikusrdl elnevezett szamsorozat. Azt vizsgalta, hogy egy nyulpar ,alapitotta” nyul-
nemzetség adott id6 alatt mekkora létszamuira novekszik, figyelembe véve, hogy a leszarmazottak
is alaposan ,,besegitenek” a létszamndovelésbe.

Ha a szaporodas eléggé ,,szabalyosan” torténik, akkor az Gj generacié 1étszamat az el6z6ek ismere-
tében konnyen kiszamithatjuk. Szerinte az Gj generacié novekedését az el6z6 2 generaci6 gyerekei
teszik ki. E m6gott az a feltételezés huzodik meg, hogy minden nyulpar egyszerre éppen 2 utéddal
jarul a népességhez, és e ,,szokasukat” sziletésiiket kovetd 2 egymasutani idépontban ,,gyakorol-
jak” (mert — mondjuk — miel6tt a harmadik szaporodasra sor keriilhetne, fazékba kertilnek).

Definicioja

) 0 ha
Fib(n) =41 ha
ha

n
n
Fib(n— 1) + Fib(n—2) ha n

Vo
PO

Példa

a Fibonacci-szam sorozat els6 néhany tagja

0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55, ..

Fib (N) :
Elagazas
N=0 esetén Fib:=0
N=1 esetén Fib:=1
egyéb esetben Fib:=Fib (N-1)+Fib (N-2)
Elagazas vége
Fiuggvény vége.

A memorizalasos megoldasban F(i)=0 jelenti, ha mar kiszamoltuk az i-edik Fibonacci szamot. A
tiggvény hivasa el6tt az I vektor elemei értékét -1-re kell allitani!

Fib (N) :
Ha F (N)<0 akkor Elagazas
N=0 esetén F (N) :=0
N=1 esetén F (N) :=1
egyéb esetben F (N) :=Fib (N-1)+Fib (N-2)
Elagazas vége
Elagazas vége

Fib:=F (N)
Fiuggvény vége.

Minta kédok. ‘ _ n
C++ cpp/fibonacci/feladat.cpp : \\\\\\\\\\\\\\\\\\‘ Wi ;;1/,/////,,5 : % : i
C# cs/fibonacci/feladat.cs i 5 ; § : E
Java java/fibonacci/feladat.java s z g §
Pascal pas/fibonacci/feladat.pas "3
Python py/fibonacci/feladat.py

P ——



http://tehetseg.inf.elte.hu/SZAKKOREFOP2017/TÉTELEK4/cpp/2_Masolas/feladat.cpp
http://tehetseg.inf.elte.hu/SZAKKOREFOP2017/TÉTELEK4/cs/2_Masolas/feladat.cs
http://tehetseg.inf.elte.hu/SZAKKOREFOP2017/TÉTELEK4/java/2_Masolas/feladat.java
http://tehetseg.inf.elte.hu/SZAKKOREFOP2017/TÉTELEK4/pas/2_Masolas/feladat.pas
http://tehetseg.inf.elte.hu/SZAKKOREFOP2017/TÉTELEK4/py/2_Masolas/feladat.py
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Jardakovezés

Szamitsuk ki, hogy hanyféleképpen lehet egy n egység méretli jardat kikévezni 1x1, 1x2 és 1x3
méretd lapokkal!

Az elsé helyre tehettiink 1x1-es lapot:

Az elsé helyre tehettink 1x2-es lapot:

Az elsé helyre tehetiink 1x3-as lapot:

Az elsé esetben n-1, a masodikban n-2-t, a harmadikban pedig n-3 cellat kell még lefedniink. Azaz
az n cella lefedéseinek Lefed(n) szama Lefed(n-1)+Lefed(n-2)+Lefed(n-3).

Lefed (N) :
Elagazas
N=0 esetén Lefed:=0
N=1 esetén Lefed:=1
N=2 esetén Lefed:=2
egyéb esetben lLefed:=Lefed(N-1)+Lefed (N-2)+Lefed (N-3)
Elagazas vége
Fiuggvény vége.

Itt mar harom rekurziv hivas van korabbi N értékekre, még nagyobb lehet az atfedés a kiszamola-
sokban. L(1)=-1 jelenti, hogy L(i)-t még nem szamoltuk ki, L(i)=0 jelenti, hogy mar kiszamoltuk.

Lefed (N) :
Ha L (N)<0 akkor
Elagazas
N=0 esetén L (N
N=1 esetén L (N
N=2 esetén L (N
egyéb esetben
Elagazas vége
Elagazas vége
Lefed:=L (N)
Figgvény vége.

) :=0
) :=1
) :=2
L(N) :=Lefed (N-1)+Lefed(N-2)+Lefed (N-3)
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A feladat megoldasa tesztelhetd az elkészilt forraskod feltoltésével itt:

Weboldal https://mestet.inf.elte.hu/
Szint Halado

Téma Rekurziv kiszamitas
Feladat Jarda 1 — 1x1,1x2,1x3

Binomialis egytitthatok

Egy véges halmaz, melynek N darabszamu elemeibdl K elemszamu halmazokat (kombinatorika
nevén osztalyokat) akarunk mindenféle médon képezni (és minden elem csak egyszer fordul el6).
Ezt ugy hivjuk, hogy n elem k-ad osztalyu ismétlés nélkuli kombinaciéja. Ezen kombinacidk szama
megegyezik a matematikab6l mashonnan is ismert binomialis egyttthatokkal.

A binomialis egyttthatokat a kovetkezd képlettel definialhatjuk:

o

Ennek kiszamitasa hosszt programot igényelne, probalkozzunk inkabb egy masik kiszamitasi mod-
szerrel!

Ehhez nézzik meg e szamok elrendezését, a Pascal haromszoget:

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1
1 11 55 165 330 462 462 330 165 55 11 1
1 12 66 220 495 792 924 792 495 220 66 12 1

Felfedezhetjik, hogy a fenti tablazatban minden szam a f6lotte levé két szam Osszege, azaz N
elembdl K elem valasztasa leirhaté az alabbi médon:

e az elsé elemet valasztjuk, majd még N-1 elembdl valasztunk K-1 elemet. vagy

e az elsé elemet nem valasztjuk és a maradék N-1 elembdl valasztunk K elemet.

1 ha k=20
B(n,k)={Bin— Lk)+ B(n— Lk—1) ha O<k<n
1 ha k=n

Bin(n, k) :
Ha k=0 wvagy k=n akkor Bin:=1
kiilonben Bin:=Bin(n-1,k)+Bin (n-1,k-1)
Figgvény vége.
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Adott n és k értékre az alabbi téglalapbeli elemeket szamoljuk ki, de mindegyiket annyiszor, ahany-
féleképpen az (n.k) elembdl felfelé haladva eljuthatunk hozzajuk.

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1
1 11 55 165 330 462 462 330 165 55 11 1
1 12 66 220 495 792 924 792 495 220 66 12 1

Itt is memorizalunk, B(n,k)=-1 jelentse azt, hogy (n,k)-ra még nem szamoltuk ki a Bin fuggvény
értékét, B(n,k)=0 pedig azt, hogy mar kiszamoltuk:

Bin(n, k) :
Ha B (n, k)<0 akkor Ha k=0 vagy k=n akkor B(n,k):=1
kiilonben B (n, k) :=Bin (n-1,k)+Bin(n-1,k-1)
Elagazas vége
Bin:=B(n, k)
Fiuggvény vége.

Minta kodok.
C++ cpp/binomialis/feladat.cpp ! 3 % g
C# cs/binomialis/feladat.cs ;‘; + %%
Java java/binomialis/feladat.java ., § E
Pascal pas/binomialis/feladat.pas !

Python py/binomialis/feladat.py
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http://tehetseg.inf.elte.hu/SZAKKOREFOP2017/TÉTELEK4/cpp/2_Masolas/feladat.cpp
http://tehetseg.inf.elte.hu/SZAKKOREFOP2017/TÉTELEK4/cs/2_Masolas/feladat.cs
http://tehetseg.inf.elte.hu/SZAKKOREFOP2017/TÉTELEK4/java/2_Masolas/feladat.java
http://tehetseg.inf.elte.hu/SZAKKOREFOP2017/TÉTELEK4/pas/2_Masolas/feladat.pas
http://tehetseg.inf.elte.hu/SZAKKOREFOP2017/TÉTELEK4/py/2_Masolas/feladat.py
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Osék

N ember mindegyikérdl tudjuk, hogy ki az anyja (a két szul6bdl igy csak az egyiket kell tarolni), az
embereket sorszamukkal azonositjuk. Mindenkinek egyértelmiien 1 anyja lehet, emiatt az adatokat
egyetlen vektorban tarolhatjuk: Anya(i) jelenti az i. ember anyjanak sorszamat. Akinek nem ismer-

juk az anyjat, annal ez a sorszam legyen 0!

Adjuk meg egy adott ember (A) legk6zelebbi 6sét!

A kapcsolatokbdl egy ilyen halézat épiilhet fel:

Az 6s sajat maga, ha az anyjat nem ismerjik. Ha az anyjat ismerjiik, akkor a legrégebbi 6se meg-
egyezik az anyja legrégebbi 6sével — megtalaltuk a rekurziot:

Os (B) :
Ha Anya (A)=0 akkor Os:=A
kiilénben Os:=0s (Anya (7))
Fiuggvény vége.

Ez a rekurziv fiiggvény csak egyszer hivja magat, azaz tObbszor ugyanazzal a paraméterrel biztos
nem hivja meg magat, nincs értelme memorizalassal foglalkozni.

Modositsuk a feladatot: adjuk meg két adott ember (A és B) legrégebbi koz6s 6sét, ha van!

K6z6s0s (A, B) :
x:=0se (A)
y:=0se (B)
Ha x=y akkor Ko6z6sOs:=x
kiilénben K5z56s0s:=0
Figgvény vége.

Itt mar felmerilhet a tobbszori kiszamitas. Ha az el6z6 példa szerint 1 és 2 kozos 6sét keressuk,
akkor az elsé Ose fliggvényhivas megadja a 12 sorszamu embert, a masodik figgvényhivas pedig
ebben a haléban ujra felmegy a 12-ig. A halén azonban az lathatd, hogy ha masodszor a 7-ig elér-
tunk, akkor mar tudjuk, hogy a legrégebbi 12 a k6z6s Gs.
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Tehat memorizaljuk A Sseit!

Os (n) :
Volt (A) :=igaz
Ha Anya (A)=0 akkor Os:=A
kiilénben 0Os:=0s (Anya (A))
Fiuggvény vége.

VanKozos (B) :
Ha Volt (B) akkor VanKozos:=igaz
kilonben Ha Anya (B)=0 akkor VanKozoOs:=hamis
kilonben VanKozo6s:=VanKozos (Anya (B))
Fiuggvény vége.

K6z6s0s (A, B) :
x:=0s (R)
Ha VanKozos (B) akkor KozosOs:=x
kiilénben K&z6s0s:=0
Fiuggvény vége.

A feladat megoldasa tesztelhetS az elkészilt forraskod feltoltésével itt:

Weboldal https://mestet.inf.elte.hu/
Szint Halado

Téma Rekurziv adatszerkezetek
Feladat 63. K6z6s 6s6k

Osok szama

Szamoljuk ki — az el6z6 példat folytatva — egy adott ember (A) Gsei szamat!

Ha nem ismerjiik az anyjat, akkor ez a szam 0, ha ismerjiik, akkor neki az anyja 6sei szamanal eggyel
tobb Gse van:
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Osszam (B) :
Ha Anya (A)=0 akkor Osszam:=0
kiilonben Osszam:=0sszam(Anya (A))+1
Figgvény vége.
Itt is egyetlen rekurziv hivas van, azaz memorizalasra nincs sziikség.

Moédositsuk a feladatot, szamoljuk ki két ember (A,B) k6z6s 6sei szamat! A k6z6s 6s6k halmaza az
A és a B 6sei halmazanak k6z6s része (metszete) lesz. Az alapmegoldasunk ennek meghatarozasara
nem alkalmas — két ember &sei szamabol ez a szam nem hatarozhaté meg. Itt tehat mindenképpen
— nem csak hatékonysagi szempontbdl — sziikséglink van memorizalasra.

A megoldasban az 6s6k szamanak meghatarozasa kézben szamoljuk ki az 6s6k Gsei szamat is!

Osszam (A) :
Ha Anya (A)=0 akkor Db (A) :=0
kiilénben Db (A) :=0Osszam (Anya (A)) +1
Osszam:=Db (A)
Fiuggvény vége.

Ebben az esetben a B-vel k6z6s 6s6k szamat pontosan akkor tudjuk meg, amikor B-bdl elérjik az
elsé kozos st

K6z6sOsszam (B) :
Ha Db (B) 20 akkor K&z6sOsszam:=Db (B)+1
kiilénben Ha Anya (B)=0 akkor K&z6sOsszam:=0
kiilénben K&z6sOsszam:= KozdsOsszam (Anya (B))
Fiuggvény vége.

K6z6s0s6kSzama (A, B) :

x:=0sszam (A)

K6z6s0sbkSzama : =K6z6sOsszam (B)
Figgvény vége.
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A feladat megoldasa tesztelhet az elkészilt forraskod feltoltésével itt:

Weboldal https://mestet.inf.elte.hu/
Szint Halado

Téma Rekurziv adatszerkezetek
Feladat K6z6s 656k szama

Osok tavolsaga

A kovetkez6 feladatban azt szeretnénk tudni, hogy egy adott ember milyen ,,tavolsagra” van a leg-
régebbi 6sétél. Nem meglepben ez ugyanaz a feladat, mint az 6sok szama:

Tavolséag (A) :
Ha Anya (A)=0 akkor Tavolsag:=0
kilénben Tavolsag:=Tavolsag (Anya (A))+1
Fiuggvény vége.

Ha azonban arra lennénk kivancsiak, hogy két ember legk6zelebbi k6z6s Gse milyen tavol van tSlik
(azaz a két tavolsag Osszege érdekel), akkor ez az informacié (és ezzel egylitt ez a megoldas) nem
elégséges.

Memorizalnunk kell, de nem az 6s6k szamat, hanem az adott embertdl vett ,,tavolsagot™
Tavolsag (A,i) :
TAV (A) : =1

Ha Anya (A)=0 akkor Tavolsag:=0
kilonben Tavolsag:=Tavolsag (Anya (A),1i+1)+1

Fiuggvény vége.

Ekkor a k6z6s 6s tavolsag két tavolsag 6sszegeként szamolando:

Kozo6sTavolsag (B, 1) :
Ha TAV (B) 20 akkor Koz6sTavolsag:=TAV (B) +i
kilonben Ha Anya (B)=0 akkor KozdsTavolsag:=-1
kilonben KozosTavolsag:=KozosTavolsag (Anya (B),i+1)
Figgvény vége.

10


https://mester.inf.elte.hu/

Rekurzio 2

A feladat megoldasa tesztelhetd az elkészilt forraskod feltoltésével itt:

Weboldal https://mestet.inf.elte.hu/
Szint PP?

Téma PP?

Feladat

Legtobb ember Gse

Ez az a feladat, ami csak memorizalassal oldhaté meg — azt kell tarolni mindenkirél, hogy hany
embernek Gse. Praktikus lenne az emberek olyan sorszamozasat megadni, ahol tudjuk, hogy kik
azok, akik a hialéban alul vannak, mert bel6lik érdemes elindulni felfelé.

Itt az 1..7, altalanosan fogalmazva az 1..K sorszamu emberekbdl kell kiindulni.

Utddszam (A, x) :

Ha Anya (A)=0 akkor Db (A) :=Db (A) +x

kiloénben Db (A) :=Db (A) +x; Utddszam (Anya (A),x+1)
Eljaras vége.

LegtobbUtoéd (max) :
Ciklus i=1-té61 K-ig
Utddszam (i, 0)
Ciklus vége
max:=1
Ciklus i=2-té61 N-ig
Ha Db (i) >Db (max) akkor max:=i
Ciklus vége
Eljaras vége.
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A feladat megoldasa tesztelhetd az elkészilt forraskod feltoltésével itt:

Weboldal https://mestet.inf.elte.hu/
Szint PP?

Téma PP?

Feladat
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