@ SZECHENYI TERV

Eg és Fold vonzasaban — a természet titkai

Informatikai tehetséggondozas:

Rekurzio

TAMOP-4.2.3.-12/1/KONV

A projektek az Eurdpai Uni6 tamogatasaval, az Eurépai
Szocialis Alap tarsfinanszirozasaval valdsulnak meg.

MAGYARORSZAG MEGUJUL



Rekurzio

1. A faktorialis fiiggvény

A rekurzid, mint eszkdz felbukkan specifikécios, algoritmikus, implementacios (nyelvi)
eszkozként. Kezdjik a specifikacional, amellyel a matematikusok a problémak megoldasat
kezdik! A fiiggvény egy igen hatékony absztrakcids eszkdz, ugyanis jol kidolgozott forma-
lizmussal rendelkezik és sokrétii, ,,bejaratott” operacioval (fiiggvénymiivelettel) lehet épitkez-
ni. Mivel sok mindent (érts ezalatt barmilyen tevékenységsort) Gigy lehet tekinteni, mint vala-
miféle fiiggvényt, ami a kezdetben meglévd adatokhoz hozzarendeli a kivant valamit, ezért
nem reménytelen vallalkozas a fiiggvény definidlast valasztani ,,altalanos” leird eszkdzként.
Ilyen ok miatt nincs mit csodalkozni azon, hogy példaink java része rekurziv fiiggvény lesz,

¢s elindulasként is az egyik legismertebbiket valasztottuk ki: a faktorialist.
Definicidja:

n*(n-1)! han>0

| —
n: 1 ha n=0

A faktoridlis definicidja két részre bomlik. Az egyik épit a mar meglévd, és miikkodd defi-
nicidra, ¢€s azt eggyel csokkentett értékkel ,,0ijra meghivja”. A masik — bizva abban, hogy va-
lamikor ,,elj6 az ¢ ideje” — kijaratot biztosit a(z elébbi) végtelenségig valdo 6nhivogatasbol.
Vagyis valahogy igy:

Faktorialis(n):

Ha n=0 akkor [a definicidé nem rekurziv része]

=1

kiloénben [a definicid rekurziv része]

Fh — Hh —

:=n*Faktoridlis (n-1)
Elagazas vége
Faktoridlis:=f

Figgvény vége.

Nézziik meg, hogy pontosan mi is torténik pl. a Faktorialis(3) hivasakor!

Faktorialis(3) => 3 * Faktorialis(2) 3*2*1*1
Faktorialis(2) => 2 * Faktorialis(1) § 2*1*1
Faktorialis(1)=> 1 * Faktorialis(0) § 1*1

@ Faktorialis(0) => 1 1

A faktoridlis fliggvény értéke nagyon gyorsan nd, azaz nem tudjuk nagyobb N értékekre

kiszamolni:

112|13|/4]|5|6]| 7 8 9 10 11 12 13 14

1 2| 6] 24120720 5 04040 320 362 880 3 628 800,39 916 8001479 001 6006 227 020 800/87 178 291 200,
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Erdekességként az utolsé K szamjegyét viszont szamolhatjuk megfelelé szamtipus esetén:
Faktoridlis(n, k) :
Ha n=0 akkor f:=1
kilonben f:=(n*Faktoridlis(n-1)) mod 10k
Elagazas vége
Faktoriadlis:=f
Figgvény vége.

K=6 esetén: néhany kovetkezo tag:

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

628 800 | 916 800 |1 600{20 800|291 200| 368 000 | 888 000 | 96 000 | 728 000 | 832 000 | 640 000

Koénnyt belatni, hogy K=6 esetén N=25-t6l kezdddden csupa 0 lesz az igy kiszadmolt soro-
zatban.

2. A Fibonacci-szamok

A rekurziv fiiggvények matematikai elméletében éppugy ismert, mint a biologidban a Fi-
bonacci olasz matematikusrdl elnevezett szamsorozat. E hires matematikus (aki egyébként a
matematikanak sok — mai szohasznalattal élve — agaban jeleskedett) Europaban talan elsoként
nyult egzakt eszkdzokhoz mindennapos — mondhatnank ,,haztaji” — probléma megoldasahoz.
Ugyanis azt vizsgalta, hogy egy nyulpar ,,alapitotta” nyulnemzetség adott id6 alatt mekkora
létszamura novekszik, figyelembe véve, hogy a leszdrmazottak is alaposan ,,besegitenek™ a

létszamnovelésbe.

Ha a szaporodas eléggé ,,szabalyosan” torténik, akkor az 0 generacié létszdmat az el6zéek
ismeretében konnyen kiszdmithatjuk. Szerinte az 1j generacio novekedését az el6z6 2 genera-
ci6 gyerekei teszik ki. E mogott az a feltételezés huzodik meg, hogy minden nyulpar egyszer-
re éppen 2 utdddal jarul a népességhez, és e ,,szokasukat” sziiletésiiket kovetd 2 egymasutani
idépontban ,,gyakoroljak” (mert — mondjuk — miel6tt a harmadik szaporodasra sor keriilhetne,
fazékba keriilnek).

Definicioja:
_ 0 ha n
Fib(n) =41 ha n
Fib(n—1) + Fib(n—2) ha n

VoIl
RPRO

Példa: (a Fibonacci-szam sorozat els6 néhany tagja)

0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55, ...
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Fib (N) :
Elagazas
N=0 esetén Fib:=0
N=1 esetén Fib:=1
egyéb esetben Fib:=Fib (N-1)+Fib (N-2)
Elagazas vége
Figgvény vége.

Nézziik meg Fib(4) kiszamitasat!
Fib(4) => Fib(3) + Fib(2)
Fib(3) => Fib(2) + Fib(1)
Fib(2) => Fib(1) + Fib(0)
Fib(2) => Fib(1) + Fib(0)
Tobbszor is kiszamitéasra keriilnek ugyanazok a tagok!

Jardakovezés

Szamitsuk ki, hogy hanyféleképpen lehet egy 2xn egység méretli jardat kikdvezni 1x2 mé-
retl lapokkal!

Az elsd lapot lerakhatjuk fliggdlegesen:

vagy kettdt vizszintesen:

Az els6 esetben (n-1)*2 cellat kell még lefedniink, a méasodikban pedig (n-2)*2 cellat. Az-
az az n*2 cella lefedéseinek Lefed(n) szama Lefed(n-1)+Lefed(n-2).

Lefed (N) :
Elagazas
N=0 esetén Lefed:=0
N=1 esetén lLefed:=1
egyéb esetben Lefed:=Lefed(N-1)+Lefed (N-2)
Elagazas vége
Figgvény vége.
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Jardakovezés ujra

Szamitsuk ki, hogy hanyféleképpen lehet egy n egység méretli jardat kikovezni 1x1, 1x2 és
1x3 méretii lapokkal!

Az els6 helyre tehetiink 1x1-es lapot:

Az elsé helyre tehetiink 1x2-es lapot:

Az elsé helyre tehetiink 1x3-as lapot:

Az els esetben n-1, a masodikban n-2-t, a harmadikban pedig n-3 cellat kell még lefed-
niink. Azaz az n cella lefedéseinek Lefed(n) szama Lefed(n-1)+Lefed(n-2)+Lefed(n-3).
Lefed (N) :

Elagazas

N=0 esetén Lefed:=0
N=1 esetén Lefed:=1
N=2 esetén Lefed:=2
egyéb esetben lefed:=Lefed(N-1)+Lefed (N-2)+Lefed (N-3)

Elagazas vége

Figgvény vége.

Gondolkodtato

Hanyféleképpen lehet egy 3xn egység méretii jardat kikdvezni 1x2 méretli lapokkal!

Az elsd oszlop kdzépsé négyzete haromféleképpen fedhetd le. A masodik és harmadik eset

raadasul egymas tiikorképe.

1. eset
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2. eset

3. eset

Az elsé oszlop betoltéséhez mindegyik csak egyféleképpen folytathato:

1. eset

2. eset

3. eset
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Lépcso

Az iskola bejaratanal N 1épcséfok van. Egyszerre maximum K fokot tudunk 1épni, ugrani
folfele. Minden nap egyszer megylink be az iskoldba. Készits programot, amely megadja,

hogy hany napig tudunk mas és mas modon feljutni a 1épcs6kon!

Masképp megfogalmazva a feladatot, arra vagyunk kivancsiak, hogy az N. lépcséfokra
hanyféleképpen lehet feljutni.

Nézziik eldszor a K=2 esetet! Az N. 1épcsdfokra két helyrdl tudunk 1épni, az N-1-edikrdl és
az N-2-edikrél. Azaz annyiféle feljutasi lehetdség van az N. 1épcséfokra, amennyi az N-1-
edikre plusz amennyi az N-2-dikre, tehat Lépcs6(N)=Lépcsd(N-1)+Lépcsd(N-2). Itt is a Fibo-

nacci szamokat kapjuk.

Ezt kell altalanositanunk K-ra: Lépcs6(N)=LépcsO(N-1)+...+Lépcsé(N-K).

Lépcsd (N) :
Ha N=0 akkor L:=1
kiloénben L:=0
Ciklus i=1-tdl1 K-ig
Ha N-120 akkor L:=L+Lépcsd (N-1i)
Ciklus vége
Lépcsd:=L
Figgvény vége.

3. M-nél kisebb vagy egyenlé ketto-hatvanyok elore

Adjuk meg az M-nél nem nagyobb kett6-hatvanyokat novekvé sorrendben! A feladatot at-
fogalmazhatjuk ugy, hogy adjuk meg a K-nal nagyobb vagy egyenld, M-nél kisebb vagy
egyenld ketté-hatvanyokat novekvd sorrendben (ha K kett6-hatvany)! Mar itt is a rekurzio:
ezek a szamok a K, majd pedig a 2*K-nal nagyobb vagy egyenld, M-nél kisebb vagy egyenld
ketté-hatvanyok névekvo sorrendben:

Hatvanyok (K, M) :

Ha K<M akkor Ki: K; Hatvanyok (2*K,M)

Eljaras vége.
Példa: K=1, M=1000
1 2 4 8 16 32 64 128 256 512

4. M-nél kisebb vagy egyenlo kett6-hatvanyok visszafelé

Adjuk meg az M-nél nem nagyobb kettd-hatvanyokat csokkend sorrendben! A feladatot at-
fogalmazhatjuk ugy, hogy adjuk meg a K-nal nagyobb vagy egyenld, M-nél kisebb vagy
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egyenld kettd-hatvanyokat csokkend sorrendben (ha K kettd-hatvany)! Mar itt is a rekurzio:
ezek a szamok a 2*K-nal nagyobb vagy egyenld, M-nél kisebb vagy egyenld kettd-hatvanyok
csokkend sorrendben, majd pedig a K:
Hatvanyok (K, M) :

Ha K<M akkor Hatvanyok (2*K,M); Ki: K
Eljaras vége.
Példa: K=1, M=1000

512 256 128 64 32 16 8 4 2 1

5. M-nél kisebb vagy egyenlo ketto-hatvanyok oda és vissza

Adjuk meg az M-nél nem nagyobb kettd-hatvanyokat novekvé, majd visszafelé csokkend
sorrendben! A feladatot atfogalmazhatjuk gy, hogy adjuk meg a K-nal nagyobb vagy egyen-
16, M-nél kisebb vagy egyenld kettd-hatvanyokat ilyen sorrendben (ha K kettd-hatvany)! Mar
itt is a rekurzio: ezek a szamok a K, majd a 2*K-nél nagyobb vagy egyenld, M-nél kisebb
vagy egyenld kett6-hatvanyok csokkend sorrendben, végiil pedig tjra a K:
Hatvanyok (K, M) :

Ha K<M akkor Ki: K; Hatvanyok (2*K,M); Ki: K
Eljaras vége.

Példa: K=1, M=1000
1 2 48 16 32 64 128 256 512 512 256 128 64 32 16 8 4 2 1

6. Binomialis egyiitthatok

Egy véges halmaz, melynek N darabszami elemeibél K elemszami halmazokat
(kombinatorika nevén osztalyokat) akarunk mindenféle modon képezni (és minden elem csak
egyszer fordul eld). Ezt tigy hivjuk, hogy n elem k-ad osztalyt ismétlés nélkiili kombinacioja.
Ezen kombinédciok szama megegyezik a matematikabol mashonnan is ismert binomialis

egylitthatokkal.

A binomidlis egyiitthatokat a kovetkezd képlettel definialhatjuk:
n n!
k) Kb(n—k)

Ennek kiszamitdsa hosszli programot igényelne, probalkozzunk inkabb egy masik kiszami-

tasi modszerrel!
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Ehhez nézziik meg e szamok elrendezését, a Pascal haromszoget:

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1
1 9 36 84 126 126 84 36 S 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1
1 11 55 165 330 462 462 330 165 55 11 1
1 12 66 220 495 792 924 792 495 220 66 12 1

Felfedezhetjiik, hogy a fenti tdblazatban minden szam a folotte levd két szam Osszege, azaz

N elembdl K elem valasztasa leirhatd az alabbi modon:

e azelsé elemet valasztjuk, majd még N-1 elembdl valasztunk K-1 elemet. vagy

e azelsd elemet nem valasztjuk €s a maradék N-1 elembdl valasztunk K elemet.

1 ha k=0
B(nk)=<B(n— Lk)+B(n— Lk—1) ha O<k<n
1 ha k=n

Bin(n, k) :
Ha k=0 vagy k=n akkor Bin:=1
kilénben Bin:=Bin(n-1,k)+Bin(n-1,k-1)
Eljaras vége.

Egy gyorsabb modszert is talalhatunk N elembdl K elem valasztasara, ha felirjuk B(n.k) és
B(n,k-1) értékét:

oo nx(-Y*.x(k+1)
B{n. k)= kbk(n—k) (n—k)*(n—k—-1)=..*1
B(n, k1) n! Cnx(n=1)x.x(k+1)xk

(k=D -k+1) (n—k+1)*(n—k)*..x1

Ha az als6 képlet szamlalojabol elhagyjuk a K értékét, a nevez6jébdl pedig az (n-k+1)-et,

akkor éppen a felsd képletet kapjuk. A modszer masképp megfogalmazva:

e eldszor kivalasztunk K-1 elemet, majd
e a maradék N-K+1 elembdl kell egyet valasztani (de igy minden kombinacid pontosan

K-féleképpen 4ll eld), tehat jon még egy K-val osztas.

1 ha k=0

B(n.k) = B(”’k_f)*H_TM ha 0<k<n
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Bin(n, k) :

Ha k=0 akkor Bin:=1

kilénben Bin:=Bin(n,k-1)* (n-k+1)/k
Eljaras vége.

Eddig kozvetlen, szimpla rekurzioval foglalkoztunk. Ideje megnézni a dupla, illetve a koz-

vetett rekurziot is.

7. McCarthy-féle 91-es fiiggvény:

Zohar Manna, Amir Pnueli és John McCarthy 1970-ben talalta ki elméleti informatikai cé-
lokra ezt a rekurziv fiiggvényt. Ertéke 91 lesz minden 100-nal kisebb vagy egyenlé n termé-
szetes szamra. 100-nal nagyobb n-ekre az értéke n-10 lesz.

n—10 ha n>100

Min)= M(M(n+11)) ha n<100

1. példa:

M(99) = M(M(110)) mert 99 < 100

= M(100) mert 110 > 100
= M(M(111)) mert 100 < 100
= M(101) mert 111 > 100
= 01 mert 101 > 100

2. példa:

M(87) = M(M(98))
= M(M(M(109)))
= M(M(99))
= M(M(M(110)))
= M(M(100))
= M(M(M(111)))
= M(M(101))
= M(91)
= M(M(102))
= M(92)

10
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M(M(103))

M(93)

= M(99)
innen ugyanaz, mint az 1. példa

= 91

A fliggvény duplan rekurzivan:
M(n) :

Ha n>100 akkor M:=n-10 kiloénben M:=M(M(n+11))
Eljaras vége.

A fiiggvényben a dupla rekurzi6 kifejtve:

M(n) :
Ha n>100 akkor M:=n-10
kilénben x:=M(n+11); M:=M(x)
Eljaras vége.

Tehat a dupla rekurzié algoritmikus szinten nem okoz semmilyen gondot!

8. Dontsiik el egy szamrol, hogy paros-e!

Tegyiik fel, hogy nincs maradék-szamitas miiveletiink! A megoldas egy kozvetett rekurziv
szamitas: a parossagot visszavezethetjiik eggyel kisebb szdm paratlansagara, a paratlansagot
pedig eggyel kisebb szdm parossagara. Ez a kozvetett rekurzio
Paros (n) :

Ha n=0 akkor Paros:=igaz

kilénben ha n=1 akkor Paros:=hamis
kiilonben Paros:=Paratlan (n-1)
Figgvény vége.
Paratlan (n) :
Ha n=0 akkor Paratlan:=hamis

kilonben ha n=1 akkor Piratlan:=igaz
kilonben Paratlan:=Paros(n-1)

Figgvény vége.

Ugyanez 6sszevonva egyetlen rekurziv fiiggvénybe, kozvetlen rekurziova alakitva:

11
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Paros (n) :
Ha n=0 akkor Piros:=igaz
kilonben ha n=1 akkor Paros:=hamis
kilonben Piros:=Paros (n-2)
Figgvény vége.

9. Hatvanyozas

Két szam hatvanyozasat (AB) visszavezethetjiik szorzasokra és kettével osztasra a kovetke-

zOképpen:
1 ha B=0
B/2 /
AP =!(A=A)** ha B  péros
A=*A®' ha B  paratlan

Hatvany (A, B) :

Ha B=0 akkor Hatvany:=1

kiilénben Ha B paros akkor Hatvany:=Hatvany ((A*A), (B/2))

kii1l6nben Hatvany:=A*Hatvany (A, (B-1))
Fliggvény vége.

Példa:

210=45=4*44=4+%162=4*2561=4*%256
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