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Klasszikus példak

> Faktorialis

- Jn*(n-1)rhan>0
|1 ha n=0

> Fibonacci-szamok

0 ha n
Fib(n) =<1 ha n
Fib(n —1) + Fib(n — 2) ha n

A rekurzi6 lényege: onhivatkozas
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Klasszikus példak
> Binomialis szamok:
1 ha k=0
B(n,k) =<B(n—1k)+B(n—Lk—-1) ha 0<k<n
1 ha k=n
1 ha k=0
B(n,k) = B(n,k—l)*n_k+1 ha 0<k<n

> McCarthy:féle 91-es fugevény:

n-10 ha n>100
M (n)=
{M(M(n+11)) ha n<100

Ertéke 91 lesz, minden 100-nal kisebb n-re.
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Klasszikus példak

> Ackermann-fuggovény:

m+1 ha n=0
A(n,m)=<A(n-11) han>0ém=0
A(n-LA(n,m-1)) han>0 ésm>0

Elvadultsagarol:

> A(0,m)=m+1

> A(l,m)=m+?2

> A(2,m)=2*m+3

> A(3,m)=27"33 A(4,m)=2" -3

> A(4,rn) = 2-3, ahol az o a 2-t m+2-sz6¢

tartalmazza kitevoként.
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q—Jn*(n-1)than>0
|1 ha n=0

Fakt (n) :

Ha n>0 akkor Fakt:=n*Fakt (n-1)
kulonben Fakt:=1

Eljaras vége.
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® Rekurziv specifikacio
és algoritmus

Fibonacci szamok:

0 ha n
Fib(n) =11 ha n
Fib(n —1) + Fib(n —2) ha n
Fib(n) :
Ha n=0 akkor Fib:=0
kilonben ha n=1 akkor Fib:=1
kilonben Fib:=Fib(n-1)+Fib (n-2)
Eljaras vége.
Lame szamok: LLame(n)=Lame(n-1)+Lame(n-3)

Q szamok: Q(n)=Q(n-Q(n-1))+Q(n-Q(n-2))
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® Rekurziv specifikacio
és algoritmus

Binomialis szamok:

1 ha k=n
Bin(n, k) :
Ha k=0 wvagy k=n akkor Bin:=1
kilonben Bin:=Bin(n-1,k)+Bin(n-1,k-1)
Eljaras vége.
1 ha k=0
B“”Q:{mmk—n*n_t+lha0<k§n

1 ha k=0
B(n,k) =<B(n—1k)+B(n—-1k-1) ha 0<k<n

Bin (n, k) :

Ha k=0 akkor Bin:=1

kildnben Bin:=Bin(n,k-1)* (n-k+1)/k
Eljaras veége.
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McCarthy 91-fiiggvény:

n-10 ha n>100
M(n)=
{M(I\/I(n+11)) ha n<100

M(n) :
Ha n>100 akkor M:=n-10 kuldonben M:=M(M(n+11))
Eljaras vége.
M(n) :
Ha n>100 akkor M:=n-10
kilonben x:=M(n+11),; M:=M(x)
Eljaras vége.

Tehat a dupla rekurzi6 algoritmikus szinten
nem okoz semmilyen gondot!
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Ackermann figgvény:

m+1 han=0
A(n,m)=JA(n-11) han>0é m=0
A(n-1,A(nm-1)) han>0 ésm>0
Ack (n,m) :
Ha n=0 akkor Ack:=m+1
kilonben ha m=0 akkor Ack:=Ack(n-1,1)
kuildonben Ack:=Ack(n-1,Ack(n,m-1))
Eljaras vege.
Tehat a dupla rekurzi6 algoritmikus szinten nem okoz
semmilyen gondot!
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Feladat

Dontsuk el egy szamrol, hogy paros-e, ha nincs maradék-
szamitas muveletunk!

Megoldas

Paros (n) :
Ha n=0 akkor Paros:=igaz
kilonben ha n=1 akkor Paros:=hamis

kildonben Paros:=Paratlan (n-1)
Fuggvény vége.
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@ Kozvetett rekurzio

Feladat

Dontsuk el egy szamrol, hogy paros-e, ha nincs maradék-
szamitas muveletunk!

Megoldas

Paratlan (n) :
Ha n=0 akkor Paratlan:=hamis
kiildonben ha n=1 akkor Paratlan:=igaz
kildonben Paratlan:=Paros (n-1)
Fuggvény vége.
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Feladat

Dontsuk el egy szamrol, hogy paros-e, ha nincs maradék-
szamitas muveletunk!

A két — kozvetetten — rekurziv eljaras 6sszevonhato:

Megoldas

Paros (n) :
Ha n=0 akkor Paros:=igaz
kilonben ha n=1 akkor Paros:=hamis
kiildonben Paros:=Paros(n-2)
Figgvény vége.

2018. 01. 19. 8:20 Rekurzio 12/84


http://ikportal.inf.elte.hu:8080/ELTEInformatikaiKar/elte_ik_2.html

@ Rekurziv eljaras

N N
NP \mi‘*

Feladat:

Egy kép egy adott (fehér szind) tartomanyat egy (A,B) bels6
pontjabdl kiindulva fesstk be vilagoskékre!

Festenddk a ,,bels6é pontok™, azaz
Bels6(1,))=1=A és jZB) vagy
Fehér(1,)) és (Bels6(1—1,)) vagy Bels6(1+1,)) vagy
Bels6(1,j—1) vagy Bels6(1,j+1))
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(®) Rekurziv eljaras

Rekurziv festés pontonként:

RekPont (x,v) :
Pont (x, Vv)

Ha Ures(x-1,y) akkor RekPont (x-1,vV)
Ha Ures (x,y-1) akkor RekPont (x,y-1)
Ha Ures (x+1,y) akkor RekPont (x+1,vV)

) ( )

Ha Ures (x,y+1l) akkor RekPont (x,y+1

Eljaras vége.
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Koch fraktal:

> Vegyunk egy egységnyi szakaszt!
> Vagjuk ki a k6zéps6 harmadat!

> lllessziik be a kivagott részt egy egyenld oldali haromszog
oldalaiként!

> Alkalmazzuk ugyanezt az igy kapott 4 szakaszral

2 b
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Koch fraktal, Logo megoldas:
eljaras koch :n :h
Ha :n=0 [eldre :h]

[koch :n-1 :h/3 balra 60
koch :n-1 :h/3 jobbra 120
koch :n-1 :h/3 balra 60
koch :n-1 :h/3]

vége

koch 1 100 koch 2 100
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Hanoi tornyai:

Adott 3 rudacska. Az elsén egyre csokkend sugaru korongok
vannak. Az a feladat, hogy tegytik at a harmadik rudacskara a
korongokat egyenként ugy, hogy az atpakolas kozben és
természetesen a végén 1s minden egyes korongon csak nala
kisebb lehet. Az atpakolashoz lehet segitségtl felhasznalni a
kozEépsod rudacs-kat.
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Hanoi tornyai:
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Hanoi tornyai:

Hanoi (n,A,B,C):
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Ha n>0 akkor Hanoi(n-1,A,C,B)
Ki: N,A,B

Hano1i (n-1,C,B,A)
Elagazas vége

Eljaras vége.

Hanoi (n,A,B,C):

Ha n>1 akkor Hanoi(n-1,A,C,B)
Ki:

n,A,B
Hanoi (n-1,C,B,A)
kulonben Ki: n,A,B
Eljaras vége.
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Problémak

»Allatorvosi 16 (- csacsi :-)”” — a faktorilis fiilgovény
Fakt (n) :
Ha n=0 akkor f:=1
kulonben f:=n*Fakt (n-1)
Fakt:=f
Figgvény vége.

Tételezziik fol, hogy a ,,kornyezet” képes az eljarasok
10bbsz0ros (értsd: egymasba dgyazott) hivdasanak lekezelésére.
(Visszatérési cim a verembe; aktudlis és formalis paraméterek dsszekapesoldsa.)
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Osszefoglalva a problémzkat:

1. A bemend parameéter problematikaja.

Hogyan kerul a bemend érték ugyanazzal a koddal
megvalositott eljarashoz, azaz a rekurzivan ujbol a hivotthoz?

2. A fiigovényeljdrasok értékvisszaaddsa.
Hogyan kertl a (rekurzivan) hivott fuggvény értéke a hivd
eljarasban , felszinre”?

3. A lokdlis valtozok egyedisége.
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A megoldas vazlata:

1. és 3. probléma — belépéskor vermelés, kilépéskor verenbol
kivétel.
2. probléma (nem csak rekurzionil) — az érték verembe tétele
kozvetlenul a visszatérés elott.
A tugovényt ejdrassa alakitva:
Fakt (n) :
Verembe (n)
Ha n=0 akkor f:=1
kiilonben Fakt (n-1); Verembdl (f)
n:=Veremtetd,; f:=n*f
Verembdl (n); Verembe (f)
Eljaras vége.
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Altalanos séma a rekurzié végrehajtasara:
Rekurziv (paraméterek) :

A megvalodsitas problémai

Rekurziv (paraméterek)
Eljaras veéege.

Rekurziv (paraméterek) :

Verembe (bemend paraméterek, lokalis valtozdk)
Rekurziv (paraméterek)
Verembdl (bemend paraméterek,

lokdlis valtozdk)
Eljaras veége.

2018. 01. 19. 8:20
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Megjegyzés: Ha a bemend paramétereknek és a lokalis
valtozoknak a forditoprogram eleve a veremben foglal helyet,
akkor nincs vermelési 1d6.

Rekurziv tugevények esete:

Rekfgv (paraméterek) :

Verembe (bemend paraméterek, lokalis valtozdk)
Rekfgv (paraméterek); Verembdl (érték)
Verembdl (bemend paraméterek, lokalis valtozdk)

Verembe (érték)
Eljaras vége.
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Bajok a rekurzioval

Hely: nagyra dagadt veremmeéret.

Id6:a vermelés adminisztracios tobbletterhe, a tobbszorosen
1smétlodoé hivasok.

Pl. Fibonacci-szamoknal:

r(N):=az N. Fibonacci-szam kiszamitasahoz szikséges hivasok

szama
r(0):=1, r(1):=1, r(1):=r(1-1)+r(1-2)+1
Allitas:
a) ri)=F@+1)+FG)+FG-1)-1 >1
b) r(1)=2*F(1+1)-1, ahol F(i)=az i. Fibonacci-szam.

2018. 01. 19. 8:20 Rekurzio 25/84


http://ikportal.inf.elte.hu:8080/ELTEInformatikaiKar/elte_ik_2.html
http://izzo.inf.elte.hu/~szlavi/PrM4felev/REKUREA1.PPT#4.

SIS DE po -
2 0('74,
2)

&

N
"?1/.'\1;'7 S

\)

@ Korlatos memoriaju

S
@)
t SoALQR

fuggvények
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Korlatos memoriaju fiiggvények
Ha egy rekurziv fuggvény minden értéke valamely korabban
kiszamolhat6 értékbdl szamolhato, akkor némi memoria-

felhasznalassal elkészithetd a rekurzié mentes valtozat,

amelyben az egyes fuggvényértékeknek megteleltetiink egy
F(N) vektort.

A tuggvény altalanos formaja:

f(i):{g(f(i—l),f(i—2),...,f(i—K)) ha i>K

hi) ha 0<i<K

2018. 01. 19. 8:20 Rekurzio 26/84


http://ikportal.inf.elte.hu:8080/ELTEInformatikaiKar/elte_ik_2.html

Korlatos memoriaju

@ figoveények | U

Korlatos memoriaju fiiggvények
f(N) :

Ha N<K akkor f:=h(N)

kulonben f:=g(£(N-1),...,Tf (N-K))
Figgvény vége.

Az ennek megfelel6 vektoros valtozat:
f(N) :
Ciklus I=0-t6l K-1-ig
F(I):=h(I)
Ciklus vége
Ciklus I=K-t6l N-ig
F(I):=g(F(I-1),...,F(I-K))
Ciklus vége
f:=F (N)
Fiuggvény vége.

2018. 01. 19. 8:20 Rekurzio 27/84


http://ikportal.inf.elte.hu:8080/ELTEInformatikaiKar/elte_ik_2.html

SIS DE po -
2 0('74,
2)

&

"?1/.'\1;'7 S

E8,
\)

@ Korlatos memoriaju

@)
t SoALQR

4

fuggvények

S

Korlatos memoriaju fiiggvények

Bz {gy természetesen nem hatékony tarolas, hiszen a rekurziv
formulabdl latszik, hogy minden értékhez csak az 6t
megel6z6 K értékre van sziikség.

A hatékony megoldasban az alabbi ciklust kell atalakitani:
Ciklus I=K-t6l N-ig

F(I):=g(F(I-1),...,F(I-K))
Ciklus vége

Lehet pl. F(I mod K) :=g(F(K-1),...,F(0)),haag()
fugovény kiszamitasa nem fligg a paraméter sorrendtol.
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Példa: Fibonacci-szamok

_ {0 ha n
Fib(n) =<1 ha n
Fib(n —1) + Fib(n—2) ha n
Fib (n) :
Ha n=0 akkor Fib:=0
kilonben ha n=1 akkor Fib:=1
kiilonben Fib:=Fib(n-1)+Fib (n-2)
Eljaras veége.
Fib (n) :
F((0):=0, F(1):=1
Ciklus 1=2-tdl1l n-ig
F(i):=F(1-1)+F(1-2)
Ciklus vége
Fib:=F (n)
Fiuggvény vége.
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® Korlatos memoriaj
fuggvények

Példa: Fibonacci-szamok

_ 0 ha n
Fib(n) =<1 ha n
Fib(n —1) + Fib(n—2) ha n

Helytakarékos megoldas:
Fib (n) :
F((O) :=0; F(1):=1
Ciklus 1=2-tdl n-ig
F(1i mod 2):=F(0)+F (1)
Ciklus vége
Fib:=F(n mod 2)
Figgvény vége.
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Megoldasi otlet: amit mar kiszamoltunk egyszer, azt
ne szamoljuk ujral Taroljuk a mar kiszamolt értékeket,
s ha szukségunk van rajuk, hasznaljuk fel oket!

A megoldasban F(1)20 jelenti, ha mar kiszamoltuk az

1-edik Fibonacci szamot.
Fib (N) :

Ha F(N)<0 akkor ha N<2 akkor F(N) :=N
kilonben F(N) :=Fib (N-1)+Fib (N-2)
Fib:=F (N)
Figgvény vége.
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Binomialis egyttthatok szamolasa.
Bin (N, K) :
Ha N=0 wvagy N=K akkor Bin:=1

kilonben Bin:=Bin (N-1,K-1)+Bin (N-1,K)
Figgvény vége.

Ugyanez memorizalassal:
Bin (N, K) :

Ha B(N,K)<0 akkor
Ha N=0 vagy N=K akkor B(N,K) :=1
ki1lénben B (N,K) :=Bin (N-1,K-1)+Bin (N-1,K)
Elagazas vége
Bin:=B (N, K)
Figgvény vége.
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Oszd meg ¢és uralkod;!
Tobb részfeladatra bontas, amelyek hasonldan oldhatok meg,
lépéset:

> a trivialis eset (amikor nincs rekurziv hivas)

> felosztas (megadjuk a részfeladatokat, amikre a feladat
lebonthato)

> uralkodas (rekurzivan megoldjuk az egyes
részteladatokat)

» Osszevonas (az egyes reszfeladatok megold
eléallitjuk az eredeti feladat megolddsat)

2018. 01. 19. 8:20 Rekurzio 33/84


http://ikportal.inf.elte.hu:8080/ELTEInformatikaiKar/elte_ik_2.html

” }'-3\8 DE A’O -
S ('74

&

"?1/:\‘;'7 S

<. J’)\
o™

@ Oszd meg és uralkodj!

\,\t\s BUD4 2,
Y
SOA10R

S
7

Ezek alapjan a kovetkezoképpen fogunk gondolkodni:

* Mi az altalanos feladat alakja? Mik a paraméterei? Ebbdl
kapjuk meg a rekurziv eljarasunk specitikaciojat.

* Milyen paraméterértékekre kapjuk a konkrét feladatot?

Ezekre fogjuk meghivni kezdetben az eljarast!

* Mi a leallas (trivialis eset) feltétele? Hogyan oldhaté meg
ilyenkor a feladat?

* Hogyan vezethet6 vissza a feladat hasonlo, de egyszertbb
részteladatokra? Hany résztfeladatra vezethet6 visszar

i A A0 5\ N \ Y
f}}///élw N AN
;] \ N\ Y
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0
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* Melyek ilyenkor az altalanos feladat részfeladatainak a
paraméterei? Bzekkel kell majd meghivni a rekurziv eljarast!

* Hogyan épithet6 fel a részfeladatok megoldasaibol az
altalanos feladat megoldasar
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Gyorsrendezés (quicksort):
»felbontas:| X, ... , Xy [Xy|X4q ..., X, | szétvalogatas
ahol V1, (1=i<k; k<j=n): XiSXj

»uralkodas: mindkét részt ugyanazzal a médszerrel tfelbont-

juk két részre, rekurzivan

>0sszevonas: automatikusan torténik a helyben szétvalogatas
miatt

>trivialis eset: n<1
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Gyorsrendezés (quicksort):

Quick (E, U) :
Szétvalogatas (E, U, K)

Ha E<K-1 akkor Quick (E,K-1)

Ha k+1<U akkor Quick (K+1,U)
Eljaras vége.
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Gyorsrendezés (quick sort):

(123,78]

Dt
Quick ([...1):
Szé’r\féloc_w‘r::»[..‘]1 g0
Ha [...Jshessza »1 akkor (Qluzltktl...]1

) ) N
Ha [..hossza >1 akkor Quick([..],) w
Eligras vege

- ‘e q
T A ‘—\0]3/.1
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Gyorsrendezés:
Quick (A, e, V) :
Szétvalogat (A,e, v, k)
Rendezés (A,e, k-1)
Rendezés (A, k+1,Vv)
Eljaras vége.
Rendezés (A,e, V) :
Ha v-e>0 akkor Quick (A, e, V)
Eljaras vége.
Kozvetlen rekurzid: Az A eljaras sajat magat hivja.

Kozvetett rekurzio: A hivija B-t, B hivja A-t.
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Szétvalogatas helyben:
Szétvalogat (A,e, v, k) :

l:=e; J:=v,; y:=A(e)
Ciklus amig 1<7]
Ciklus amig 1i<j és A(j)=2y
Jj:=7-1
Ciklus vége
Ha 1<j akkor A(i):=A(3); J:=7-1
Ciklus amig 1i<j és A (1)
1:=1+1
Ciklus vége
Ha 1<3j akkor A(3):=A(1);
Ciklus vége
A(1):=y; k:=1
Eljaras vége.
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Osszeféstiléses rendezés (mergesort):

Oszd meg és uralkodj!

Xk+1, see o Xﬁ

>»uralkodas: a két részsorozat rendezése (rekurzivan)

>0sszevonas: a két rendezett részsorozat osszefésulése

>trivialis eset: n<1

2018. 01. 19. 8:20

Rekurzio

>felbontas: a sorozat két részsorozatra bontasa (kozépen)
Xy s X
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Osszeféstiléses rendezés (mergesort):

Rendez (E, U) :
Ha E<U akkor K:=(E+U) /2

Rendez (E,K),; Rendez (K+1,U)
Osszefésiul (E, K, U)
Eljaras vége*.
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i-edik legkisebb kivalasztasa:
»felbontas: X, ... , Xi | Xy Xipq oo, X
Vij (1=1=k; k<j=n): XiSXj)

»uralkodas: 1<K esetén az els6, 1>K esetén a masodik részben
keresunk tovabb, rekurzivan

szétvalogatas (ahol

>0sszevonas: automatikusan torténik a helyben szétvalogatas
miatt

>trivialis eset: 1=k
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i-edik legkisebb kivalasztasa:
Kivalasztas(E,U,1,Y):
Szétvalogatas (E, U, K)
Ha 1=K akkor Y:=X (K)
kildnben ha 1<K akkor Kivalasztas(E,K-1,1,Y)
kilonben Kivalasztas (K+1,U,1-K,Y)
Eljaras vége.
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Parhuzamos maximum-minimum kivalasztas

> Egyszerre kell egy sorozat maximumat és minimumat 1s
meghatarozni

> A megoldas otlete: 2 elem kozul 1 hasonlitassal
eldonthetjuk, hogy melyik a maximum és melyik a
minimum.

> Ha kettonél tobb elemunk van, akkor osszuk két részre a
sorozatot, mindkét részben hatarozzuk meg a maximumot

és a minimumot, majd ezekbdl adjuk meg a teljes sorozat
N

maximumat és minimumat!
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Parhuzamos maximum-minimum kivalasztas

> leallasi feltétel: az éppen vizsgalt sorozatnak legfeljebb 2
eleme van: a maximum és a minimum 1 hasonlitassal
meghatarozhaté

> felbontas: a sorozat két részsorozatra bontasa (k6zépen)
Xy oo Xy X Kiig ooe > X,

> uralkodas: mindkét részsorozatra meghatarozzuk a

maximumot és a minimumot (rekurzivan)

'9

> Osszevonas: a két maximum kozul a nagyobb lesz a

S
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maximuma, a két minimum kozul pedig a

kisebb lesz a sorozat minimuma.
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Maxmin (X, E,U,Max,Min) :
Ha U-E=0 akkor Max:=E; Min:=E
kulonben ha U-E=1 akkor
Ha X (E)<X(U) akkor Max:=U; Min:=E
kilonben Max:=E; Min:=U
kildnben K:=(E+U) /2
Maxmin (X, E,K,Maxl,Minl)
Maxmin (X, K+1,U,Max2,M1in?2)
Ha X (Minl)<X (Min?2?2) akkor Min:=Minl
kiildonben Min:=Min?2
Ha X (Maxl)=2X (Max2?2) akkor Max:=Maxl
kildnben Max:=Max?2
Elagazas vége
Eljaras vége.
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N szam legnagyobb kozos osztoja

> A sorozatot bontsuk két részre; mindkét résznek hatarozzuk
meg a legnagyobb ko6z6s osztojat, majd ezek legnagyobb
k6z0s osztoja lesz a megoldas. Ehhez a legnagyobb k6z6s
oszto alabbi tulajdonsagat hasznaljuk ki:

Inko(X,, v Xy, Xi iy e X)=
Inko(nko(X,, ... X,),lnko(X,,, ... , X))
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N szam legnagyobb kozos osztoja

> leallasi teltétel: az éppen vizsgalt sorozatnak 1 eleme van: a
legnagyobb k6z0s osztd 6nmaga

> felbontas: a sorozat két részsorozatra bontasa (kozépen)
Xy e Xy Kl Xosgs oo 5 X,

> uralkodas: mindkét részsorozatra meghatarozzuk a

. g

legnagyobb kozos osztot (rekurzivan)

> Osszevonas: a két legnagyobb kozos osztonak vessziik a
legnagyobb kozos osztojat.
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N szam legnagyobb kozos osztoja
Gyorsitasi lehet6ségek:

> ha az elsé6 rész legnagyobb kozos osztoja 1, akkor a masodik
részt mar ki sem kell szamolnt, az eredmény 1;

> ha a masodik rész legnagyobb kozos osztoja 1, akkor a két
rész legnagyobb kozos osztdja is biztosan 1.
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Legnagyobb (X,E,U, L) :
Ha U-E=0 akkor L:=X(E)
kulonben

K:=(E+U) /2; L:=1
Legnagyobb (X, E, K, L1)

Ha L1>1 akkor Legnagyobb (X,K+1,U,L2)

Ha L2>1 akkor L:=1nko(L1l,L2)

kulonben L:=1
kulonben L:=1

Elagazasok vége
Eljaras vége.
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Feladat

Szamitsuk ki, hogy hanytéleképpen lehet egy n egység mérett
jardat kikovezni 1x1, 1x2 és 1x3 mérett lapokkal!

Az els6 helyre tehetink 1x1-es lapot:

Az els6 helyre tehetink 1x2-es lapot:

Az els6 helyre tehetink 1x3-as lapot:

Az els6 esetben n-1, a masodikban n-2-t, a harmadikban pedig
n-3 cellat kell még lefedntiink. Azaz az n cella lefedéseinek

Lefed(n) szama Lefed(n-1)+Lefed(n-2)+Lefed(n-3).

[\ ?) AN
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5 N ’
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® Kozvetett rekurzio -
jardakovezés

Megoldas

Lefed (N) :
Elagazas
N=1 esetén Lefed:=1
N=2 esetén Lefed:=2
N=3 esetén Lefed:=4
egyéb esetben Lefed:=Lefed(N-1)+
Lefed (N-2) +Lefed (N-3)

%/w \mi‘*\

Elagazas veége
Fuggvény vége.

Sokszoros hivas esetén vagy memorizalas, vagy c1klusos

megoldas kelll
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Feladat

Szamitsuk ki, hogy hanytéleképpen lehet egy 2xn egység
méretd jardat kikovezni 1x2 és 1x3 mérett lapokkal!
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Az els6 oszlop egytéleképpen fedheto le:

Az els6 két oszlop tovabbi elrendezéssel ujra egytéleképpen
fedheto le:

Az els6 harom oszlop ujra egytéleképpen:

Sajnos ez is el6fordulhat:
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Jelolje A(n) a megoldas értékét 2xn egység méretl jarda esetén!
Jelolje B(n) a megoldas értékét 2xn egység méretti jarda esetén,
ha az egyik jobboldali sarok nincs befestvel!

-

1 ha n=1
Aln)= 2 ha n=2
4 ha n=3
A(n-1)+A(n-2)+A(nN-3)+2%B(n-2) ha n>3
( 0 ha
0 ha
B(n)=
(n)=+ 1 ha
A(n—-3)+B(n-1)+B(n-3) ha
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A((n) :

Ha n=1 akkor A:=1

kiilonben ha n=2 akkor A:=2

kildnben ha n=3 akkor A:=4

kiilonben A:=A(n-1)+A(n-2)+A(n-3)+2*B(n-2)
Figgvény vége.
B(n) :

Ha n<3 akkor B:=0

kilonben ha n=3 akkor B:=1

kilonben B:=A(n-3)+B(n-1)+B(n-3)
Fuggvény vége.
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Feladat
Szamitsuk ki, hogy hanytéleképpen lehet egy 3xn egység

méretl jardat kikovezni 1x2 méretti lapokkal!

Megoldas

Biztos nincs megoldas, ha n paratlan szam!
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Az els6 oszlop kozépso négyzete haromtéleképpen tedheto le.

1. eset 2. eset

3. eset
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Az egyes esetek csak az alabbi modon folytathatok:

Jelolje A(n) a megoldas értékét 3xn egység méretd jarda esetén!

Az 1. eset csak igy folytathato
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Szimmetria miatt a jobb fels6 sarok lefedettsége esetén is B(n)-
féle lefedés van.

A 2. eset csak {gy folytathato A 3. eset csak {gy folytathato
( 0 ha n=1
A(n)=1 3 ha n=2
A(n-2)+2%B(n-1) ha n>2
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Jelolje B(n) azt, hogy hanytéleképpen fedheto le egy 3xn
egység méretll jarda, amelynek a bal also sarka mar le van
fedve! B(n) paros n-re mindig 0 értékd!

A 2. eset csak {gy folytathato Az 1. eset csak igy folytathato
1 ha n=1
B(n)=1 0 ha n=2
A(n-1)+B(n-2) ha n>2
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A((n) :
Ha n=1 akkor A:=0
kilonben ha n=2 akkor A:=3
kildonben A:=A(n-2)+2*B(n-1)
Figgvény vége.
B(n) :
Ha n=1 akkor B:=1
kilonben ha n=2 akkor B:=0
kiilonben B:=A(n-1)+B(n-2)
Figgvény vége.
Kovezés (n) :
Ha paros(n) akkor Kdovezés:=A(n)
kiilonben Kovezés:=0
Figgvény vége.
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Aln-4)

B(n-3)
Igen, B(n-3)-hoz haromtéle, A(n-4)-hez ottéle uton juthatunk

el (B(n-3)-bdl 1s szamoljuk) — Fibonacci szamszor!
Megjegyzés: Figyeljuk meg, hogy csak minden
masodik A(1) és B(1) értéket szamoljuk kil
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A(n) : T

Ha TA (n)<0 akkor
Ha n=1 akkor TA (n) :=0
kilonben ha n=2 akkor TA(n) :=3
kilonben TA (n) :=A(n-2)+2*B(n-1)
Elagazas vége
A:=TA (n)
Figgvény vége.
B(n) :
Ha TR (n) <0
Ha n=1 akkor TB(n) :=1
kildnben ha n=2 akkor TB(n) :=
kildonben TB(n) :=A(n-1)+B(n-2)
Elagazas vége
A:=TB (n)
Figgvény vége.
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Jobbrekurzio

A rekurzio problematikajat — mint lattuk — a lokalis adatok, 1ll.
paraméterek kezelése jelenti. Ha az eljaras utolso
utasitasaként szerepel a rekurziv hivas, akkor nincs sziikség

a lokalis adatok és paraméterek visszaallitasara, azaz
vermelésére.

Ezt az esetet nevezzik jobbrekurzionak (vagy hosszabban
jobboldali rekurzionak).
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Jobbrekurzio alapesetei
R(x) :

S (X)
Ha p(x) akkor R (x)
Eljaras vége.
R(x) :
Ciklus
S (X)
amig p(x)
Ciklus vége

Rekurzio és iteracio

Eljaras vége.

Azaz az atiras egy egyszert hatultesztelds
ciklus.
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Jobbrekurzio alapesetei

Rekurzio és iteracio

R(x) :

Ha p(x) akkor T(x); R(x)
Eljaras vége.
R(x) :

Ciklus amig p (x)
T(x)
Ciklus vége
Eljaras vége.

Azaz az atiras egy egyszeru eloltesztelos ciklus.
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Jobbrekurzio alapesetei
R(x) :
S (xX)
Ha p(x) akkor T(x); R(x)
kulonben
Eljaras vége.
R(x) :
S (xX)

Ciklus amig p (x)
T(x); S(x)
Ciklus vége

Eljaras vége.
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Jobbrekurzio példa
Egy sz0 kiirasa:

Kilir(szd) :

Ha nem Ures? (szd)

akkor
Ki:

elsd(szd)

Kiir (elsbutaniak(szd))
Eljaras vége.

Kiir(szo) :
Ciklus amig nem uUres? (sz0)
Ki: elsd(szd)

szO:=elsbutaniak (szod)
Ciklus vége

Eljaras vége.
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Jobbrekurzio példa

Logaritmikus kivalasztas (az A vektor E. és V. eleme kozott az
X elem biztosan megtalalhato):

Kivalasztas (A, X,K,E,V):
K:=(E+V) div 2
Elagazas
A (K)<X esetén Kivalasztas (A, X,K,K+1,V)
A (K)>X esetén Kivalasztas (A,X,K,E,K-1)
Elagazas vége
Eljaras vége.

Ez nem a formalis jobbrekurzid valtozat, els6 1epeskent tehat
formalis jobbrekurziova kell alakitani! \ 3
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Jobbrekurzio példa

Logaritmikus kivalasztas (az A vektor E. és V. eleme kozott az
X elem biztosan megtalalhato):

Kivalasztas (A,X,K,E,V):
K:=(E+V) div 2
Elagazas
A(K)<X esetén E:=K+1
A (K)>X esetén V:=K-1
Elagazas vége
Ha A (K)#X akkor Kivalasztas(A,X,K,E,V)
Eljaras vege.
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Jobbrekurzio példa

Logaritmikus kivalasztas (az A vektor E. és V. eleme kozott az
X elem biztosan megtalalhato):

Kivalasztas (A, X,K,E,V):
Ciklus
K:=(E+V) div 2
Elagazas
A (K)<X esetén E:=K+1
A(K)>X esetén V:=K-1
FElagazas vége
amig A (K)#X
Ciklus veége
Eljaras vége.
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Nem tisztan jobbrekurzio példa
Gyorsrendezés:

Quick (A, e, V) :

Rekurzio és iteracio

Szétvalogat (A,e, v, k)
Ha k-e>1 akkor Quick (A,e, k-1)
Ha v-k>1 akkor Quick (A, k+1,v)
Eljaras veége.
Quick (A, e, V) :
Ciklus

Szétvalogat (A,e, v, k)
Ha k-e>1 akkor Quick (A,e, k-1)
e:=k+1

amig v-k>1

Ciklus vége

Eljaras vége.
2018. 01. 19. 8:20
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Balrekurzio

Ha az eljaras els6 utasitasaként szerepel a rekurziv hivas,
akkor a rekurzio lényegében az els6 nem rekurzivan
szamolhato érték megkeresését szervezi. Majd a
visszatérés(ek) utan végzi el a transztormaciot. Vagyis
forditott sorrendt f6ldolgozast végez.

Altalanos sémaja:

R(x,y):
Ha p(x,y) akkor R(f(x),y); S(x,V)
kiilonben T (x, V)
Eljaras vége.
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Balrekurzio — példak a feldolgozandora

> a sorozat elemei egy soros allomany rekordjai,

> a sorozat elemeit lancolt abrazolassal taroljuk és az aktualis
elemtdl csak a kovetkezot lehet elérni, az el6z6t nem,

> a sorozat elemeit egy sor- vagy veremstruktaraban taroljuk,

> a sorozat elemeit mindig az el6z6 elembdl szamitjuk, s a
sorozat elore meg nem allapithat6 tagjatol visszatelé kell
kiirni az elemeket,

> nyelviink csak olyan szovegkezel6 tuggvényeket ismer,

amelyek a szoveg els6 karakterét tudjak megadm 1Hetve az
els6 elhagyasaval keletkezett részt.
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R (x)

Rekurzio és iteracio
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L—* R(f(x))

\—’ R(f(f(x)))
\—’ If(f(f(f(X))))

T(E(F(f(x))))

S(f(f(X)))‘—|

S(f(X))‘—|

S(x)«J
]
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Balrekurzio altalanos atirasa

Ha feltehetjiuk, hogy az t tiggvénynek létezik inverze:

R(x,v):
N:=0
Ciklus amig p(x,V)
x:=f(x); N:=N+1
Ciklus vége
T(x,Y¥)
Ciklus I=1-tdé1 N-ig
x:=f1(x); S(x,V)
Ciklus vége
Eljaras vége.
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Balrekurzio altalanos atirasa

Ha az t fuggvénynek nem létezik inverze:

R(x,v):
N:=0
Ciklus amig p(x,Vy
Verembe (x); X
Ciklus vége
T(x,Vy)
Ciklus 1i=1-t61 N-ig
Verembd&l (x); S(x,V)
Ciklus vége
Eljaras vége.
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Balrekurzio példa

Egy sz0 ,,tikrozve” kifrasa, azaz betli sorrendje megforditasa:

Tukroz (szd) :
Ha nem Ures? (szd) akkor Tiukroz (elsdutédniak(szd))
Ki: elsd(szd)
Eljaras vége.
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Balrekurzio példa

Rekurzio és iteracio

Tukroz (szo) :
N:=0

Ciklus amig nem uUres? (sz0)
Verembe (elsd(szd)); N:=N+1
szb6:=elsdutaniak (szd)

Ciklus veége
Ciklus i=1-tdé1 N-ig
Verembdl (
Ciklus veége
Eljaras vége.

B); Ki: B
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Balrekurzio példa

M-nél kisebb 2-hatvanyok visszafelé:

Hatvanyok (K, M) :

Ha K<M akkor Hatwvanyok (2*K,M); Ki: K
Eljaras vége.
Hatvanyok (K, M) :

N:=0

Ciklus amig K<M

K:=2*K; N:=N+1

Ciklus vége

Ciklus I=1-t61l N-ig

K:=K/2; Ki: K

Ciklus vége

Eljaras vége.
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Tovabbi péeldak
Legnagyobb koz0s osztod
Hatvanyozas

Kormentes labirintus (balra, egyenesen vagy jobbra léphet):
function success = find_way_out( maze, room )

for every door in the room

new_room = go_through_door( maze, door )

if (find_way_out ( maze, new_room ) ) take that door.

IN?
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