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Kombinatorikal algoritmusok
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@ Kombinatorikai algoritmusok
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A kombinatorika: | egy véges halmaz elemeinek valamilyen
szabaly alapjan torténd csoportositasaval, kivalastasdaval,
sorvendbe rakasaval foglalkozif’” (Wikipedia)

Tipikus kombinatorikai feladatok:

> részhalmazok képzése
> 0sszes felsorolasa
> particionalas céljabol — halmazfelbontas

> adott tulajdonsagu (pl. adott szamossagl) megadasa
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@ Kombinatorikai algoritmusok

Tipikus kombinatorikai feladatok:
> halmazok szamossaganak a meghatarozasa

> halmazok (~sorozatok) felsorolasa — 6sszes eleme

> halmazok (~sorozatok) valamely elemének genera-
lasa — egy eleme

> szabalyos sorrend szerinti 1. elem
» adottra kovetkezo, el6z6

> veletlen” elem
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Kombinatorikai feladattipusok:

> permutaciok (ismétlés nélkuli, ismétléses)
> kombinaciok (1smétlés nélkili, 1smétléses)
> variaciok (1smétlés nélkuli, ismétléses)

> részhalmazok

> diszjunkt felbontasok (N elemi halmaz diszjunkt felbontasai
K halmazra, vagy természetes szamra: N=x,;+...x,, ahol x.20)

> particiok (N elemt halmaz diszjunkt felbontasai, vagy
természetes szamra: N=x,+...x_, ahol x,.>0)
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az elemszam kiszamitasa
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Ismétlés nélkili kombinaciok
NY N N (N —1)%*...%1
Kj_ Ki(N—K)  K#(K—=1)*...#1x(N —K)*(N — K +1)*...x1

> Ismert képlet: (

> Rekurziv definicid 1: N elembd] K elem valasztasa

> az els6 elemet valasztjuk, majd még N-1 elemb6l valasz-
tunk K-1 elemet. vagy

> az els6 elemet nem valasztjuk és a maradék N-1 elembdl
valasztunk K elemet.

— BON,K)=B(N-1,K-1)+B(N-1,K)..
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Ismétlés nélkuli kombinaciok

B (N, K) :
Ha K=0 wvagy K=N akkor B:=1
kiilénben B:=B(N-1,K-1)+B(N-1,K)

Figgvény vége.
De tablazatkitoltéssel hatékonyabb!
Binom (N, K) :
Szélek feltdoltése
Ciklus 1=1-tdl1l N-ig
Ciklus 3j=1-tdl i-ig

B(ilj)::B(i_llj_1)+B(i_1lj)

Ciklus vége
2. Ciklus vége
MRl jaras vége.
2018. 02. 23. 15:00
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@ Kombinatorikai algoritmusok —
az elemszam kiszamitasa
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Ismétlés nélkuli kombinaciok
> Rekurziv definicid 2: N elembd] K elem valasztasa
> el6szor kivalasztunk K-1 elemet, majd

> a maradék N-K+1 elembdl kell egyet valasztani (de igy

minden kombinacio pontosan K-féleképpen all el6),
tehat jon még egy K-val osztas

— BN,K)=B(N,K-1)*(N-K+1)/K
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Ismétlés nélkuli kombinaciok

B (N, K) :
Ha K=0 akkor B:=1
kildnben B:=B(N,K-1)* (N-K+1) /K

Figgvény vége.
Tablazatkitoltéssel lényegében nem hatékonyabb!
Binom (N, K) :
B(0) :=1
Ciklus 1=1-tdl1l N-ig
B(i) :=B(i-1)*(N-i+1) /i
Ciklus vége
 ;_,Fuggvény vége.
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@ Kombinatorikai algoritmusok —
az elemszam kiszamitasa

Els6faju Euler szamok

> BE(nk) az elsé n természetes szam azon permutaciol szama,
ahol pontosan k emelkedés van (emelkedés van az 1-edik
helyen, ha x,.<x.,,).

> n-1 elem 6sszes olyan permutacidja, ahol pontosan k novekedés
van: az n-edik szamot a sorozat elejére vagy egy emelkedésbe
tesszuk;

> n-1 elem 6sszes olyan permutacidja, ahol pontosan k-1 emelke-
dés van: n-edik elemet a sorozat végére vagy egy nem emelked6
helyre tesszuk.

-

— E(n,k)=(k+1DE(N-Lk)+(n—k)E(n -1,k -1)
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Masodfaja Euler szamok
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> E(nk) az {1,1,2,2,... n;n} sorozat olyan permutacioi szama,

amelyekben tetszéleges m szam két el6fordulasa kozott
csak naluk nagyobb szam fordulhat el és pontosan k
emelkedé részsorozata van.

Vegylk észre, hogy amikor attérunk n-1-r6l n-re, akkor a két
n-edik szamot csak egymas mellé szarhatjuk be!

Zsako Laszlo: Kombinatorika 2018. 02. 23. 15:00 10/54


http://ikportal.inf.elte.hu:8080/ELTEInformatikaiKar/elte_ik_2.html

@ Kombinatorikai algoritmusok —
az elemszam kiszamitasa

Masodfaja Euler szamok

> n-1 elem Osszes olyan permutacioja, ahol pontosan k névekedés
van: az n-edik szampart a sorozat elejére vagy egy emelkedésbe
tesszuk;

> n-1 elem 6sszes olyan permutacidja, ahol pontosan k-1 emelke-

dés van: n-edik szampart a sorozat végére vagy egy nem emelke-
d6 helyre tesszuk (ebbdl 2*n-1-k van).

— E(n,k)=(k+1DE(n,k —1)+(2n-1-k)E(n -1,k —1)
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@ Kombinatorikai algoritmusok —
az elemszam kiszamitasa
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Ismétlés nélkuli permutaciok szama megszoritassal —

minden elem a sorszam szerinti helyétdl legteljebb egyet tavolodhat el

> Amikor a permutaciok elballitasaban az 1. elemnél tartunk,
akkor két dontést lehet6ségunk van:
> az I marad a helyén, majd permutacidk I1+1-t6l,
> az I+1 és az I helyet cserél , majd permutacidk I1+2-t6l
Permszam (X, n) :
Ha n<2 akkor Permszam:=n
kilonben Permszam:=Permszam(n-1)+

Permszam (n-2)
Eljaras vége.
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Osszes ismétlés nélkiili permuticié
> Backtrack: Vi (1=i=n): Vj (15j<i): Xi#X|
Osszes ismétlés nélkiili kombinacié
> Backtrack: Vi (1=i=k): Vj (15)<i): Xi<X,
Osszes ismétléses kombinacio

> Backtrack: Vi (1=i=k): Vj (15)<i): X=X,
Osszes particio

> Olyan K-jegyt szamok, ahol a szamjegyek 6sszege pontosan N.

Osszes diszjunkt felbontas
> N felbontasa pozitiv (>0) szamok Osszegére.
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Osszes ismétlés nélkuli permutacid

123 .. N-1 N

1,2,3,... N-1,N
1,2,3,... N,N-1

N,1,2.3,... N-1

N,N-1,...,3,2,1
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Osszes ismétlés nélkuli permutacio ciklussal
Permutacidk (N) :
1:=1; X():=(0,..,0)
Ciklus amig i>0 és i=<N
Ha wvanjbeset (i,van, j)
akkor X (1) :=7]
Ha 1<n akkor 1:=1+1

kilonben Kiir: X; X(1) :=0; 1i:

kilonben X (1) :=0; 1:=1-1
Ciklus vége
Eljaras vége.
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Osszes ismétlés nélkuli permutacio ciklussal
vanjobeset (1,van, j) :

J:=X(1)+1

Ciklus amig Jj=<N és rossz (i, ])

J:=7+1

Ciklus vége

van:=j<N
Eljaras vége.
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Osszes ismétlés nélkuli permutacio ciklussal

rossz(i,7) :

k:=1
Ciklus amig k<i és 3#X (k)
k:=k+1
Ciklus vége
rossz:=k<1
Eljaras vége.

Z.sakd 1asz1o: Kombinatorika 2018. 02. 23. 15:00

18/54


http://ikportal.inf.elte.hu:8080/ELTEInformatikaiKar/elte_ik_2.html

‘ ﬁ@s\s DE g
1

@ Kombinatorikai algoritmusok —
az 0sszes elGallitasa

S, BUDA
On N
Y 500103 0°

XA &
».,y“lﬁ\n RO

Osszes 1smétlés nélkili permutacio rekurziv backtrack

> Az Osszes olyan szam-n-es el6allitasa visszalépéses keresés-
sel, ahol i£j — Xi?ij
Perm(i,n,X,db,Y):
Ha i=n+1 akkor db:=db+1; Y (db) :=X
kiilonben
Ciklus J=1-tdbl n-ig
Ha nem Rossz (1, 7])
akkor X (1) :=3; Perm(i+l,n,X,Db,Y)
Ciklus vége
Eljaras veége.
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Osszes 1smétlés nélkili permutacio rekurziv backtrack
Rossz (i, 7) :

k:=1

Ciklus amig k<i és X (k) #]

k:=k+1

Ciklus vége

Rossz:=(k<1)
Figgvény vége.
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Osszes ismétlés nélkuli permutacid rekurzivan

> Ha N-1 elem Osszes permutacioja kész, akkor szurjuk be az

N-et minden lehetséges helyre, mindegyikbe!
Permutacid (x,1i,n) :
Ha 1>n akkor Ki: x
kilonben x(1i) :=1i; Permutdcid (x,i+1,n)
Ciklus J=i-1-tdl 1-ig -l-esével
Csere(x(J),x(J+1))
Permutacid (x, 1+1,n)
Ciklus vége
Eljaras vége.
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Osszes ismétlés nélkuli permutacid megszoritassal

> Az 1,...,n sorozat 0sszes olyan permutacidjat allitsuk elo,

ahol minden elem maximum 1 hellyel mozdul el a helyérdl,
azaz 1-1=X(1)<i+1!

A backtrack-es megoldast konnyt modositani:
Ciklus j=1-t81l n-ig helyett
Ciklus j=i-1-t&l i+1-ig kell a programbal

A rekurziv megoldast ezzel szemben ujra kell gondolni!
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@ Kombinatorikai algoritmusok —
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Osszes ismétlés nélkuli permutacid megszoritassal

> Amikor a permutaciok elballitasaban az 1. elemnél tartunk,
akkor két dontést lehetdségunk van:
> az I marad a helyén, majd permutaciok I+1-t6l,
> az I+1 és az I helyet cserél , majd permutacidk I1+2-t6l
Permutacid (X, 1,n) :
Ha 1>n akkor Ki: X
kilonben X (1) :=1; Permutacidk(X,i+1,n)
Ha 1<n akkor X (i) :=1+1; X (i+1l) :=1
Permutaciodok (X, 1i+2,n)
Eljaras veége.
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@ Az 0sszes permutacio A
alkalmazasa R~ &
Feladat:

Jol ismert fejtord, amelyben egy aritmetikai mtvelet kapcsol
egybe szavakat. A feladat az, hogy a szavak egyes bettinek
feleltessink meg egy szamjegyet ugy, hogy a muvelet helyes
eredményt szolgaltasson a szavakon.

PL. SEND + MORE = MONEY.
Megoldas:

A szavakban el6fordulo jelekhez sENDMORY) keresstik a 0..9
szamjegyek egyértelmt hozzarendelését.
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alkalmazasa

> 1. megoldasi otlet (,,algebrai hozzaallas”):
D+E=Y, N+R=E, ... M=1

D+E=10+Y, N+R+1=E, ... M=1
> 2. megoldasi otlet:

> Az Osszes permutacio algoritmusara épitunk.
> A JO eljaras ellen6rzi a permutacio — a feladat szem-

pontjabol valé — helyességét, és gondoskodik az esetleges
megoldas gyljtésérol vagy kiirasarol.
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A megfelelsség a (*) SEND + MORE — MONEY = 0 egyenletre. Ha
> 'S¢ X(1) értékd, akkor a (*)-ban X(1) *1000-rel van jelen;
> '"E' X(2) értékd, akkor X(2)*(100+1-10)=X(2)*91-gyel;
> 'N' X(3) értékd, akkor X (3)*(10-100)= X(3)*(-90)-nel;
> 'D' X(4) érték, akkor X(4)*(1)-gyel;
> 'M' X(5) értékd, akkor X(5)*(1000-10000)=X(5)*(-9000)-rel;
> '0' X(0) értékq, akkor X (6)*(100-1000)= X(6)*(-900)-zal;
> 'R' X(7) értékd, akkor X(7)*10-zel;
> Y' X(8) értékq, akkor X(8)*(-1)-gyel van jelen.
> tovabba az S és az M betih6z nem ren-

delhetiink nullat, azaz X(1)70 és X(5) 70!
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@ Az Osszes permutacio

alkalmazasa
Megoldas (i,n,X,db,Y) :
Ha i=n+1 és 706 (X) akkor db:=db+1;
kulonben

Y (db) :=X
Ciklus J=0-tdl 9-ig
Ha nem Rossz (1, 7J)

akkor X (i) :=7; Megoldas(i+l,n,X,Db,Y)
Ciklus vége

Eljaras vége.

71O (X) :

76 :=(X(1) *1000+X(2)*91+X(3)*(-90)+ X (4)*1+X(5)*(-9000)+
X(6)*(-900)+X(7)*10+X(8)*(-1)=0 és X (1)#0 és X(5)F0)
Figgvény vége.

Ha a konstansokat egy Z vektorban tarol-

nank, akkor a JO fuggvényben X és Z ska-
laris szorzatat kellene kiszamolnunk.
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Osszes részhalmaz

> Feleltessiik meg a részhalmazokat kettes szamrendszerbeli

szamoknak: {} ~ 0...0000
{1} - 0...0001
{2} - 0...0010
{1,2} -~ 0...0011
{3} - 0...0100
{1,3} - 0...0101
{2,3} - 0...0110
{1,2,3} - 0...0111
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Osszes részhalmaz (kettes szamrendszerbeli szamként)

Részhalmazok (n,Y) :
Ciklus 1=0-td6l 2°-1-ig
k:=1
Ciklus J=1-tél1l n-ig
X(J):=k mod 2; k:=k div 2

Ciklus vége

Y (i+1) :=X
Ciklus vége
Eljaras vége.
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@ Kombinatorikai algoritmusok —

az Osszes eloallitasa

Osszes részhalmaz (részhalmazként)

Részhalmazok (n,Y) :
Ciklus 1=0-to6l 2"-1-ig
X.db:=0
Ciklus jJ=1-tdl n-ig

Ha k mod 2=1 akkor X.db:=X.db+1l;
k:=k div 2
Ciklus vége
Y(1+1) :=X
Ciklus vége
Eljaras vége.

Z.sakd 1asz1o: Kombinatorika
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X.t (X.db) :=3
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Osszes 1smétléses variacio

> Feleltessiik meg a variaciokat N alapu szamrendszerbeli K

jegyu szamoknak!
1,...,1,1 - 0...0000
1,...,1,2 - 0...0001
1,...,1,n - 0...001(n-1)
1,...,2,1 - 0...0010
1,...,2,n - 0...001(n-1)
n - (n-1)...(n-1)
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Osszes 1smétléses variacio

Variacidk(n,k,Y):
Ciklus 1=0-td6l n*-1-ig
m:=1
Ciklus J=1-tél n-ig
X(J]):=m mod n; m:=m div n

Ciklus vége

Y (i+1) :=X
Ciklus vége
Eljaras vége.

Z.sakd 1asz1o: Kombinatorika 2018. 02. 23. 15:00

32/54


http://ikportal.inf.elte.hu:8080/ELTEInformatikaiKar/elte_ik_2.html

S

@ Kombinatorikai algoritmusok — |
az Osszes elGallitasa )

SISDE &,
3 2

: S
Y s0r1089°

0O

&

Osszes particio
> Az N szamot bontsuk fel az 6sszes lehetséges modon K

nemnegativ szam 0sszegerel!

Felbontas(IN): {X IN=)>X,, ahol X, >0} , azaz olyan X

sorozatok halmaza, amelyek 0sszege éppen N.
A megoldasok alakja:
1,x,...,x

2.X,....X

N,x,....,X

Z.sakd Laszlo: Kombinatorika
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Osszes particio
Felbontas (n,k,i,db,Y):
Ciklus j=1-té6l1l n-1-ig

X (1) :=]; Felbontas(n-X(i),1i+1)
Ciklus vége
X (1) :=n; X(i+1l..k) :=0
db:=db+1; Y (db) :=X
Eljaras vége.

Z.sakd 1asz1o: Kombinatorika 2018. 02. 23. 15:00

34/54


http://ikportal.inf.elte.hu:8080/ELTEInformatikaiKar/elte_ik_2.html

. . p @s\s'DE'@%
@ Kombinatorikai algoritmusok — ¢ @&

&
o
|5 |
[==]
2
D

On, N>
Y 500103 0°

az Osszes eloallitasa e &

Osszes particio

> Az N szamot bontsuk fel az 6sszes lehetséges modon K
monoton csokkend sorrendd nemnegativ szam Osszegére!

Felbontas(N): {XN => X;, ahol X >O} , azaz olyan X
sorozatok halmaza, amelyek 0sszege éppen N és X, > X. ,

A megoldasok alakja:
1,x,...,x

2.X,....X

N,x,....,X
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Osszes particio

Kombinatorikai algoritmusok —

az Osszes eloallitasa

Felbontas (n,k,i,db,Y):
Ciklus j=1-tdél1 min(n-1,X(1i-1))-1ig

X(1):=3;
Ciklus vége
Ha X (1-1)2n akkor X (1) :=n;

Eljaras vége.

Felbontds (n-X(i),1i+1)

X(1+1..k) :=
db:=db+1; Y (db) :=X

Z.sakd 1asz1o: Kombinatorika
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I-edik permutacid

> Vegylk pl. a minimum-kivalasztasos rendezést!

> Jelentse F(j) a j-edik 1épésbeli csere tavolsagat!

> Az I vektor alapjan az eredeti sorrend visszaallithato!

> Minden 1 természetes szamhoz (0<i<n!) kulonbo6z6 F vek-
tor tartozik, az 1 szam felirasa faktorialis szamrendszerben.
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Kombinatorikai algoritmusok —
az I. eloallitasa

Rendezés

Rendezés (n) :
Ciklusi=1-tdb1l n-ig

min:=1
Ciklus j=1i+1-tdl n-ig

Ha X (J)<X(min) akkor min:=7
Ciklus vége

Csere (X (1),X(min)); Tav (i) :=min-1
Ciklus vége
Eljaras vége.
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Rendezés: a Tav vektor alapjan az eredeti sorrend
visszaallithato

Rendezés vissza (n) :
Ciklus Jj=n-1-tdl 1-ig -l-esével
Csere (x(J),x(J+Tav (3)))
Ciklus vége
Eljaras vége.
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A Tav vektor elemei:
Tav(n-1)e{0,1}
Tav(n-2)e{0,1,2}

Tav(l)e{0,1,..,n-1}

Ez egy olyan n-1 szamjegybdl allo szam, amelynek helyiérté-
kenként mas a szamrendszer alapszama — faktorialis szam-
rendszer.
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Az 1-edik permutacio:
Az 1 felirasa faktorialis szamrendszerben, majd cserék.

Permutacid (i, n) :
x:=(1,2,...,n); K:=2
Ciklus Jj=n-1-tdl 1-ig -l-esével
1:=1 div K

t:=1 mod K;
Csere(x(73),x(J+t-1))
K:=K+1
Ciklus vége
Eljaras vége.

Probléma: nem lexikografikus sorrend!
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@ Kombinatorikai algoritmusok —
az I. eloallitasa

Az 1-edik permutacio:

Tudjuk, hogy pontosan (n-1)! 1-gyel, 2-vel, ... kezd6d6

permutécié van.

Permutacid (i, n) :
x:=(1,2,...,n); 1:=1-1; m:=n-1
Ciklus j=1-tdl n-1-ig
k:=1 div fakt(m); 1:=1 mod fakt (m)
Eltol(3,k); m:=m-1
Ciklus vége
Eljaras vége.
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Az 1-edik permutacid, amelyben minden elem

legteljebb eggyel mozdulhatott el:
Permutacid (i, n) :
m:=n-1,; 7J:=1;
Ciklus amig j<n
Ha 1<Fib(m) akkor x(3j):=3; m:=m-1; j:=7+1
kiildonben i:=i-Fib(m); x(J):=7+1; x(J+1) :=]
m:=m—-2; J:=7+2
Ciklus vége
Eljaras vége. Tudjuk, hogy pontosan Fib(n-1) (1)-gyel,
illetve Fib(n-2) (2,1)-gyel, ... kezd6d6

ilyen permutacio van.
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Az 1-edik 1smétléses variacio:

Az 1 felirasa K alapu szamrendszerben.

Variacid (i, n, k) :
ciklus J=n-tdé1l 1-ig -1l-esével
X(j]):=1 mod k; 1:=1 div Kk
ciklus vége
Eljaras vége.

Z.sakd 1asz1o: Kombinatorika 2018. 02. 23. 15:00
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Az 1-edik részhalmaz:

Az 1 felirasa kettes szamrendszerben.
Részhalmaz (i, n) :

ciklus J=n-tdé1l 1-ig -1l-esével

X(J):=1 mod 2;
ciklus vége
Eljaras vége.

1:=1 div 2

Z.sakd 1asz1o: Kombinatorika
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Kovetkez6 permutacio

>

Xy o Xy Xig - - X, rakovetkezoje, ha X, 4,... X

n

monoton csokkend és X.<X.,;: X, ... X 4, a régi X.-nél

nagyobbak kozil a legkisebb, majd a tobbiek monoton

novekvoen.

Példa: X X X 4753 —>XXX5347
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Kovetkez6 permutacio

Kovetkezd (P) ¢
1:=N
Ciklus amig 1i>0 és P(1i)<P(i-1)
S(1):=P(1),; 1:=1-1
Ciklus vége
Ha 1>0 akkor ..
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Ha 1>0 akkor j:=N
Ciklus amig P (j)<P (1)
J:=7-1
Ciklus vége

S(j):=P(i); P(i):=P(j); J:=N

Ciklus amig i<N
1:=1+1; P(1):=S(3); J:=7-1
Ciklus vége
Eljaras vége.
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El6z6 permutacio

> Xy, . X, Xog,e-- X, rakovetkezoje, ha X, ,... X

monoton novekvo és X.>X., ;1 X, ... X, 1, a régi X.-nél

kisebbek kozil a legnagyobb, majd a tobbiek monoton

csOkkenoden.
Példa: X X X 5347 —>XXX4753
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El6z6 permutacio

Kovetkezd (P) ¢
1:=N
Ciklus amig i>0 és P(i)>P(i-1)
S(1):=P(1),; 1:=1-1
Ciklus vége
Ha 1>0 akkor ..
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Ha 1>0 akkor j:=N
Ciklus amig P(j)>P (1)
J:=7-1
Ciklus vége

S(j):=P(i); P(i):=P(j); J:=N

Ciklus amig i<N
1:=1+1; P(1):=S(3); J:=7-1
Ciklus vége
Eljaras vége.

Z.sakd 1asz1o: Kombinatorika 2018. 02. 23. 15:00
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A binomialis egyutthatok felhasznalhatok szamok specialis
szamrendszerben, az un. binomidlis s3dmrendszerben valo
felirasara. Rogzitett m esetén minden nemnegativ n szam
egyértelmien felirhat6 az alabbi formaban:

a a a
nz(llj+£22]+(n:] , ahol Osa1<a2<...<am.
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A Zeckendorf tétel alapjan minden természetes szam egyértel-

7/

muen el6allithatd Fibonacci szamok 0sszegeként ugy, hogy
n=F +F +.+F,

ahol Vill<i<r):k;>k,+2 ,és k >2.A Fibonacci szamokat

1+1

az alabb1 képlettel szamolhatjuk:

-

0 ha k=0
F =+ 1 ha k=1
F.+FR., ha k>1
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